Dinamica dei cor pi vincolati 22

Capitolo 2

Dinamica del corpi vincolati

A completamento dell'analisi meccanica di un multip si rende opportuno
sviluppare un approccio alla dinamica che sia edeite, formalmente, a quello
cinematico, in modo che, a partire dalle equazibNewton ed Eulero si giunga ad
una loro rappresentazione generalizzata.

Successivamente, si passera alla definizione dimatodo (Featherstone) che
permettera di descrivere la dinamica fra corpidiigiincolati e che consentira la

formulazione di un algoritmo per il calcolo dellecalerazioni ai giunti.

2.1 Dinamica di un corpo rigido

Sia dato un corpo rigidB. Ci proponiamo di scrivere le equazioni della dinza in
un sistema di riferimento solidale ad esso, con paslleli agli assi principali
d’inerzia e con origine in un qualsiasi pur@d B.

La quantita di moto ed il momento angolaré@diaranno
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Q= jvpdV

V(B)
Ko=j(P—O)Dwmv.
V(B)
Per rendere piu semplici i passaggi matematicilddre significato € possibile

utilizzare, in luogo di queste espressioni, le lequivalenti per sistemi materiali
discreti; cioé le

Q=Y myv, (2.1)
N

Kozzmj(Pj_O)DV]‘ (2.2)

PoichéB é un corpo rigido e® OB,

v, =v,+wl(G-0)

essendo (vedi figura 2.8 il baricentro diB.

Figura 2.1
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Sostituendo 'espressione div; nelle 2.1 e 2.2 si giunge a

Q= ZN:mjvo +mwd(G-0) (2.3)
KO=ZN:mj(Pj—O)D\/0+mj(Pj—O)EI(wEI(G—O)) (2.4)

Il principio della conservazione della quantitanabto e del suo momento afferma
che le loro variazioni, nel tempo, sono ugualiisiesna di forze applicato al corpo

(rispettivamente risultante e momento risultarie}ia

Q =F (2.5)
Ko =M, +mvg Ovg (2.6)
Eseguendo le derivate temporali delle 2.3 e 2.s@vendo, dove possibile , le

sommatorie, si giunge alle espressioni

Q=mv, +md0(G-0)+wl(wd(G-0))

Ko =-mvo O(G-0)+(1 -m(G-0)0(G-0))w+wdln+mvg Ov,

in cuil rappresenta il tensore d’inerzia baricentrico.

Sostituendo queste ultime nelle 2.5, 2.6 si ha

mv, +mw0(G -0)+wl(wd(G-0))=F
~mi, 0(G -0)+(I -m(G-0)0(G -0))w+wllw=M,

che riscritte in forma matriciale diventano

e, con la posizione
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si riduce a
Mv, +F = - (2.7)
(@] - Mo .

La 2.7 rappresenta I'equazione della dinamica gdizeata di un corpo rigido

sottoposto al sistema di forf&,M ).

2.2 Sistemi equivalenti di forze generalizzate

Nel paragrafo precedente si e parlato di sisterforde generalizzate. In particolare
'equazione 2.7, riferita al punt® appartenente al c.B, e valida quando Il
momento risultante delle forze applicate al c.a calcolato rispetto ad esso. Nel
caso di un c.r. facente parte della c.c. di unilmdty, le forze che ne influenzano il
moto hanno punti di applicazione diversi : il baritro per l'accelerazione di
gravita, il punto di connessione al giunto successper le forze trasmesse
dall'analogo corpo ed il punto di connessione daehtp precedente per il corpo
precedente. Nasce cosi la necessita di dover aad¢aato un certo sistema di forze
generalizzate (vettore generalizzato di forze epmpridotto ad un dato polo, un
sistema equivalente ma ridotto ad un polo diffexent

La soluzione deriva dall’applicazione del princigiei lavori virtuali.

Dato un c.r. si scelgano due terne solidali ad essmamunque orientate una rispetto
all'altra. Siano ess€, e G,.

Detto F il vettore generalizzato rappresentante un sistini@ze applicato 8, il

lavoro compiuto d& risulta essere
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S I Y2 S AR 1 - R
F E;dt_m Eﬁw}dt—[f U ]ELJdt_(f b+’ @odt=L

Supponiamo esista una matrite che permetta la trasformazione generalizzata da
un sistema di forze in un altro equivalente. PoitH&voro compiuto e invariante

rispetto ai cambi di base, si puo scrivere

a f a . a a .
OFToygt =(°T, [ })TOSa Hdt: [r wpr.res, [p}dtf‘L
I w w

b b b
f p b T p
°FTovdt =(°T, S di=ff" u' T, °S dt="L
SN I A AN
la cui validita e provata quando risulti

T, ?S="T,"’S, =1

cioé quando
°R 0 °R 0
OTa = o a~ o =aSOT ' OTb - o Oll‘ o =bSOT
Ralﬂro,a Ra I:'2b rO,b I:'2b

e, frai due s.d.r. solidali,

"R, 0
bTa{bR SO (2.8).

a r.a,b
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2.3 Dinamica generalizzata in un multibody semplice

Utilizzando le 2.7 e 2.8 siamo in grado di calcelé equazioni differenziali del
moto di un corpo rigido. Consideriamo il caso imtale c.r. sia il generico membro
L; di quelli che compongono una catena cinematicgpbee Esso, durante il moto,
e sottoposto all'azione di tre sistemi di forzehesmatizzati in figura 2.2, talché

risulta

1+l

Figura 2.2
fi—li . - . .

Fi= " ' forza generalizzata che il link precedente ésercita sul link

i-1,
Li, applicata nel punté)i

fi+li . T . . .
Fio = " ' forza generalizzata che il link successivg lesercita sul link

i+1,i

Li, applicata nel punt®,
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_|m,g : . ,
F, = [ } forza peso applicata al baricentro di L

Per utilizzare la 2.7 occorre che queste forzeostatte ridotte rispetto ad un unico
polo. Scegliamo come polo di riduzione il purﬁ’p e trascuriamo, per il momento

e senza ledere di generalita, la forza peso. Ircdab, applicando le opportune
trasformazioni di forza in maniera da rappresentatte le grandezze in un unico

s.d.r.G;, sitrova

M i\A"i +F; =! Ti+1i+lFi+l,i +iFi—1,i (2.9)
Nella 2.9 compare I'accelerazione del corpo rigritapetto ad un suo punto, ma
dalla 1.9 del precedente capitolo € possibile ®msiquesta accelerazione con una
somma di due termini, uno dei quali dipende unigamedalle accelerazioni
angolari dei giunti della catena, mentre l'altrdlel&elocita. Poiché le incognite del
problema del moto sono proprio le acceleraziomgidnto, sostituendo la 1.9 in 2.9
e riordinando i termini, si ottiene

M, i a; 4 = Ti+1i+lFi+l,i +iFi—l,i -M' a;, — F (2.10)

La 2.10 e I'equazione della dinamica di un linkin funzione delle accelerazioni
dei giunti (precedenti). Se il multibody e formata n corpi rigidi sara possibile
scrivere n equazioni dinamiche che costituiranno un sistemaeguazioni

differenziali inn incognite. L'ultimo passo & quello di esplicitavgni ¢ dalle

iam,. La soluzione di questo problema e alla baseipetBsi di Featherstone sulla

propagazione delle forze in una catena cinematicaneluce alla dimostrazione

dell’'omonimo teorema.
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2.4 L’ipotesi di Featherstone

L’ipotesi di Featherstone si basa sullidea chdolee generalizzate che un link

trasmette al link successivo abbiano la forma
Fi, =40'a, +8 (2.11)

dove la matriced; e dettainerzia del corpo articolato ed il vettored, e detto

accelerazione-zero del corpo articolato. La dimostrazione del teorema, nel caso
particolare di multibody con giunti rotoidali (vedppendice), che ha come ipotesi
la 2.11, conduce ad una soluzione di tipo iterativogo i link della catena
cinematica, in modo che risulti

An = M n
3, =—"F,+"F,
] ] ) ) ZiTiR A i+1S
Ai =|\/Ii-'-l-l—i+1Ai+1l+ls|_I-I—i+1Ai+1l+lRizi Ti +L I+i1+1 : (212)
Z R, b, RZ
I
5 =iTi+16i+1_iFi _iTi+1Ai+1i+lRiZi T =8 Rt Oy (2.13)

Z'R. bRz

- T - ZiT-li_lR A_iisl-li_l_arl,d - ZiTli_lRi 6i
7, "RA'R,Z,

o} (2.14)
dove

'T,, @ unatrasformazione fra sistemi equivalenti diécgeneralizzate

i+1SI e una trasformazione generalizzata fra gli sG.e G+,

'R, @& una rotazione generalizzata fra gli s@re Gi.1

T, e la coppia sviluppata dal giuntesimo.
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Quindi, a partire dall'ultimo corpo della catena, po risalire fino alla base
definendo delle matrici il cui significato fisicoquello di inglobare tutti gli effetti
inerziali della sotto-catena cinematica a vallelgtalccio corrente; cosicché diventa
immediato esprimere darico meccanico che influenza I'andamento dinamico della

i-esima accelerazione di giuntp. In altro modo, le matrich, potrebbero essere
viste come linerzia equivalente della catena ciagrta che si trova a valle del
giunto i-esimo (vedi figura 2.3), mentre i vetto® altro non sono che la
componente inerziale dovuto all’effetto delle aecationi centrifughe e di Coriolis

e che puo essere non nulla anche sg le sono.

£

Figura 2.3

2.5 Dinamica generalizzata

A partire dalle 2.13 e 2.14 € possibile costruirealgoritmo, anch’esso iterativo
come per la cinematica lungo i bracci di una cahe, spostandosi a ritroso

dall’estremita libera alla base fissa, costruiscanhtrici di inerzia A, ed i vettori
0. Successivamente un’ulteriore ed ultima iteraziane avanti consentira,

utilizzando la 2.15 e la 1.10, di calcolare le igiwaite ¢, .
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Funzione Calcola_feather

rem calcola le matrici di inerzia generalizzata edtime di accelerazione-zero
rem inizializzazione dei valori iniziali

A, M,

6n ‘__nFn+nFext

rem loop all'indietro lungo la catena cinematica

for i<n-1ltol

Ti i+1
Ai = Mi+iTi+1Ai+1i+lS| _iTi+1Ai+1i+lRiZ 'Zrii R+1Ai+il+1 SI
Zi Ri+1Ai+1 R|Z|

_i i i i+ T..-Z 'R, 8,
6i_Ti+ 6i+ -F=T, Ai+ 1Rizi lil i-i- -
o TR, 0L, MR,

endfor

rem calcola le accelerazioni ai giunti

rem inizializzazione delle accelerazioni dirette e @i di giunto

'z='P (=[o 0 0 0 0 1] per giunti rotoidali e moto piarjo

rem loop in avanti per la propagazione delle accelerazlirette

fori—~ 1ton

T - ZiTli_lR A'iisl-li-l‘ai-l,d - Zi-l-li-lRi S,
7, "RA'R,Z,

! Ay = S 4 i_lai-m +7Pg)

endfor

G =

end

Tabella 2.1
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2.6 Estensione alle catene cinematiche ramificate

Se il multibody non e semplice, ma presenta rasmfimni € ancora possibile
utilizzare il teorema di Featherstone. Per quaettodal paragrafo precedente e per
la sovrapposizione degli effetti dell’equazioneatimica rispetto alle forze basta , in
corrispondenza del link sul quale avviene la raza#dione, sommare, dopo averle
trasformate nell’opportuno s.d.r. corrente, le aerequivalenti alle sotto-catene
(vedi Appendice per la dimostrazione).

Numerando, con indice gli mlink connessi al link-esimo & possibile riscrivere le

equazioni 2.12 e 2.13 come

m o . z'R/A'S
A =M+ 'TA 'S -'TA 'Rz — _

j:l Zi IR]-A]-]RiZi
5 =—'F+> 'T,8,-'T)A, 'Rz — .

j=1 Z IRjAjJRiZi

mentre la 2.14, dipendendo da e §,, resta invariata.

Anche per il caso dinamico, una formulazione digjbatmo 2.1 di tipo ricorsivo

lungo [lalbero rappresentativo del multibody conelu@ tempi e oneri

computazionali minori.

Notiamo, infine, che, anche per il caso dinamiarekbe possibile utilizzare la

rappresentazione di un multibody mediata dal sheralrappresentativo.

2.6 Estensione a multibodies con base libera

Mettiamoci nella condizione di aver eliminato ilneblo di immobilita fra il
sistema di riferimento fisso, ed il primo link. Cdacendo esso iniziera a muoversi
in dipendenza delle forze che lintera catena dewvgli trasmette. In figura 2.4 e
schematizzata tale situazione. Tenendo conto dekiglianza di Featherstone
(2.11) é possibile scrivere
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1 _ 1
I:O,l _Al a'1,d +61

in cui il termine 'F,,, rappresenta le forze che I'osservatore fisso s@actnL;.

Ma se quest’ultimo é libero allora le forze d’irggione saranno nulle, cioe

'a,, =-A7S, (2.15).

Figura 2.4

2.7 Soluzione del problema dinamico diretto

A conclusione di quanto discusso in questo e redgamiente capitolo si € in grado di

risolvere il problema dinamico diretto per un multibody comunque composto da

corpi rigidi. In totale I'intera struttura del sesha viene scandita per tre volte :

- una propagazione in avanti della cinematica caissocia il calcolo delle forze
dipendenti dalle accelerazioni di Coriolis e cdaghe.

- una propagazione allindietro delle matrici di iner e dei vettori di

accelerazione-zero.
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- una, ultima, propagazione in avanti delle accelerazdirette dipendenti
unicamente dalle accelerazioni di giunto.

Se il multibody € semplice non c’é alcuna differm una implementazione di

tipo iterativo ed una ricorsiva lungo l'albero rapgpentativo. Viceversa se esso

fosse ramificato una implementazione di naturaitea diverrebbe piu complessa

non fosse altro per la gestione dei loop di propagee (uno per ogni catena

derivata).

2.8 Soluzione del problema dinamico inverso

Sugli stessi fondamenti algoritmici finora svilupipa possibile basare lo sviluppo
di una procedura per la soluzione del problema ndioa inverso. Le forze
trasmesse da un link al link adiacente sono esatitarle stesse. In altre parole
basta invertire I'equazione che lega l'acceleragi@ngolare al giunto con la
relativa coppia applicata.
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