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Capitolo 1

Cinematica dei corpi vincolati

Volendo sviluppare un modello meccanico del corpmuo, teso a mettere in luce
le problematiche del movimento, si rende necessdéta I'elevata complessita del
sistema da modellare, formulare svariate ipotsigificative.

Il modello piu semplice che si possa immaginarenstitwito da una struttura di
corpi rigidi, che modellano I'apparato scheletricattuata da giunti che i
connettono, permettendone i moti relativi e le coppie generate riproducono le
coppie e le forze risultanti che i muscoli eserstaui segmenti ossei nei quali sono
inseriti.

L’esigenza, ed il desiderio, di mantenere I'analisia dinamica di siffatti sistemi il
piu possibile vicina al senso fisico comune ci baato alla scelta di un approccio
di tipo Newton-Eulero piuttosto che ad uno di natdagrangiana. In effetti
guest’ultimo, sebbene equivalente nei risultatipaino, nasconde una classe di
forze che determinano il moto del meccanismo cossple. Tali sono I€orze
intercorpo, cioé le forze che ciascun elemento rigido tratenat suoi adiacenti

durante il moto.
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1.1 La catena cinematica

Una catena cinematica (c.c.) o multibody é coséitda un insieme di corpi rigidi
(c.r.) interconnessi fra loro tramite articolaziofgiunti) (vedi figura 1.1). Una
catena cinematica semplice € una successione.dial.che ciascuno di essi sia
vincolato solo con altri due. In generale perd éssfinle pensare a catene
cinematiche ramificate, ovvero strutture nelle qaa uno stesso c.r. si originino
ulteriori c.c. . Inizialmente considereremo stregtsemplici nelle quali uno degli
elementi & vincolato ad una base fissa. Successiv&mtale ipotesi potra essere
rimossa e la c.c. complicata con ramificazioni gehe.

Dal punto di vista cinematico le articolazioni iamgono dei vincoli ai moti relativi
fra i bracci e concorrono in maniera determinafiteraobilita dell'intera struttura.
La classificazione dei diversi tipi di giunto viefatta proprio secondo la quantita di
gradi di liberta (g.d.l.) che esso elimina da fuebsseduti da un corpo libero,
cosicché esistono giunti che consentono solo #@slialungo opportune direzioni
(prismatici), o giunti che consentono solo rotaziatorno ad un punto fisso (giunti
sferici), ovvero giunti che consentono solo rotaziatorno ad un asse fisso (giunti
rotoidali).

Nel seguito, quando non sara esplicitamente inglicatriferiremo a giunti di tipo

rotoidale.

Figura 1.1
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1.2 Il problema cinematico

Consideriamo la c.c. di figura 1.2, in cui i bragd i giunti sono numerati in
maniera crescente a partire dalla base e indichiemmoL; il generico braccia-

esimo e con;Janalogo giunto. Inoltre indichiamo con la base.

J End effector

Base

Figura 1.2

Per l'ipotesi di rigidita, & possibile associarecaphi link una terna ad esso solidale,
con origine in un suo punto arbitrario e con gssialleli agli assi principali
d’inerzia.

Poiché la corrispondenza fra posizione ed orientémealelle terne scelte e
posizione ed orientamento dei link e biunivocapribblema della descrizione del
moto di ciascun link € equivalente a quello deksatizione del moto di ciascun
sistema di riferimento associato.

Ci riferiremo a questo problema comepebblema cinematico.

In particolare, dettay il vettore [ q ¢z ... ¢4 ] degli angoli relativi fra i sistemi di
riferimento successivi, a partire da quello fissdase, e dettd) il vettore delle
corrispondenti derivate rispetto al tempo, la soloe delle velocita lineari ed

angolarip, ed w, e delle accelerazioni, anch’esse lineari ed amggia ed @, , di
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ciascun link i-esimo, ovvero la soluzione del problema cinematidgpende

unicamente da e q.

Per quanto detto, la c.c. di figura 1.2 e equivigledia c.c. di figura 1.3 .

Figura 1.3

1.3 Propagazione della cinematica lungo una c.c.

Tenendo conto della definizione di una catena catea semplice, € possibile
osservare che la sua struttura topologica é fondtimeente di tipo ricorsivo. Una
catena cinematica di corpi € l'insieme di una catena cinematicandi corpi ed
una estremita ad essa vincolata.

La cinematica del corpo-esimo (I'estremita), quindi le sue posizione, vébbed
accelerazione, lineari ed angolari, dipendono dalézlesime grandezze del corpo
precedenten-1-esimo, e dal moto relativo fra i due. A ritrosoasgibile sostenere
la stessa affermazione per ciascun membro delonteultibody, fino ad arrivare
alla base, fissa, che, essendo il riferimento @atdscrizione dell'intero moto, avra
posizione, velocita ed accelerazione nulle.

Per quest'ultima, e tenendo conto della numerazisoelta per indicare le

componenti della c.c., e vero che
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dovev , w , a, a, rappresentano rispettivamente le velocita e telacazioni
lineari ed angolari del sistema di riferimento dsbGy.

Quindi, per il corpo rigido direttamente vincolata base, € possibile scrivere

V, =V, 1tV

W, =0, + Wy
8, =8, ta,
al =ao-'-arel

in cui tutte le grandezze contrassegnate comeveldipendono dalle variabili di
giunto e dalla relativa struttura del vincolo.

Piu in generale si delinea un algoritmo di calqoéw le velocita e le accelerazioni,
di tipo ricorsivo, che viene rappresentato in teEbdl.1 secondo uno pseudo-

linguaggio di programmazione.

Funzione Calcola_cinematica

rem inizializzazione
vV, =0,0, =0
a, =0,a,=0

rem loop lungo la catena cinematica
fori « 1ton

Vrel,i -V wrel,i « wgiunto,i

giunto,i

a'rel,i < a arel,i « agiunto,i

giunto,i

Vi « Vi, +Vre|,i
W < W, +wrel,i
q < a4 + arel,i
o, «a;_,; +are|,i
endfor
end

Tabella 1.1
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Per una implementazione dell'algoritmo della tadbelll, occorre esplicitare in
formule il metodo di propagazione delle velocitadelle accelerazioni ed una
descrizione dei moti relativi introdotti dai giuntA questo procederemo nei
successivi paragrafi, premettendo l'osservazione leh grandezze cinematiche

lineari sono vettori applicati, mentre quelle amgosono vettori liberi.

1.4 Trasformazioni generalizzate

Si consideri un corpo rigidB e, fissati due sistemi di riferimen@, e Gy, solidali a

B con origini, rispettivamente, nei pur@, ed O, e paralleli fra loro, siar, il
vettore con origine i, e diretto vers@y,.

Supponiamo che il corpB si muova di moto uniforme in modo che il sistema d

riferimentoG, possieda velocita lineane, e velocita angolarey, = w.

Figura 1.4

Da queste informazioni € possibile ricavare le edodi qualsiasi altro riferimento

solidale. Considerando, in particola@, si vede che

v, =V, +wd(0,-0,)=v, +w, Or,
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W, =0,

dove per la velocita angolare, che essendo unreeitiero & la medesiman ogni
s.d.r. solidale, solo formalmente si e indicatpeatiice del s.d.r. cui si riferisce.
Utilizzando I'operatore matriciale di prodotto \@itle 'uguaglianza puo essere

riscritta come

Vb = Va - rab('oa

W, =0,

e raccolta in una unica operazione matriciale deliaa

[Z%Hé 'ﬂ[li] (L1)

che rappresenta una traslazione di sistema dimiégrto.
Nel caso in cui gli s.d.r. non siano paralleli lal) deve essere corretta con una
rotazione dal sistema di riferimento di partenzguallo di arrivo; ovvero occorre

ruotare il vettore[v!1 w, ]T, rappresentato rispetto alla sua b@ggenella nuova

baseG, (vedi figura 1.4).

In formule risulta

sz _|1 -7, Il "R, bo V| "R, —"‘rb;b"Ra v, (1.2)
W, 0 1 0 R, | “w, 0 R, ‘W,

Il prodotto matriciale che compare nell'ultima uglianza della (1.2) e una

trasformazione generalizzata.

Nel seguito indicheremo le t.g. da un s.Gg.ad un s.d.rGy, con la notazionéS_,

. s . < - . T
mentre il vettore velocita generalizzata sara iagiconv’ = [vT wT] .

'Riferimenti piu esaurienti sono riportati nella llgrafia di fine capitolo.
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. . -1 < . .
La trasformazione invers8S,” =S, pud essere facilmente calcolata e risulta

della forma
ag = aRb aFabaRb — aRb _anaaRb
10 *R, 0 *R,

1.5 Caratterizzazione geometrica dei giunti

Abbiamo gia visto come un giunto sia un vincolo o@gco che limiti la mobilita

di un corpo rispetto ad un assegnato sistema eliménto, ovvero che limiti la

mobilita di un s.d.r. rispetto ad un altro, asségna.d.r. . Dal punto di vista
geometrico si potrebbe pensare ad un giunto comenadrasformazione lineare
che ai 6 modi possibili di moto che un c.r. possiéaccia corrispondere solo un
loro sottoinsieme.

Allora, dato un corpo rigido, fissato un osservatmerziale rispetto al quale venga

descritto il moto del corpo, e dato un vettgrE R®, tale che
a=lo. a4 9, @ a ol

possiamo considerare ciascuna componenti dome un grado di liberta del c.r.,
le prime tre rappresentando velocita di traslazidsyetto al sistema di riferimento
assegnato, le successive tre velocita di rotaziBogché queste grandezze sono
tutte indipendenti fra loro, il sottospazio enttr@uale si evolveranno le traiettorie
del corpo sara il sottospazi®®. Supponiamo ora che il c.r. sia vincolato, in
qualche modo, all'osservatore inerziale tramitentérposizione di un giunto.
L’effetto di quest'ultimo sara quello di ridurre @imensione del sottospazio di
mobilitd. Cio equivale a dire che il contributo ematico del vettorej viene
filtrato in modo che solo alcune delle sue 6 congmbin abbiano effetto

sull’evoluzione del moto.
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Formalmente e possibile esprimere questo effetiizazndo una matrice che
svolga una funzione di ‘selezione’ dei gradi delita che il giunto non elimina. Una
matrice di selezione ha elementi unitari o nullper i tipi di giunto piu comuni

presenta le caratteristiche sotto riportate:

= Pg=q

o O O O B
o O O » O
o O » O O
o r» O O O
» O O O O
» O O O O O

Nessun vincolo, corpo libero.

100000O0 a,
00O0O0O0O 0
00O0O0O0OO 0
P= = Pg=
00O0O0OOO 0
00O0O0O0O 0
(0 00 0 0 0] | 0

Giunto prismatico con traslazioni lungo I'asgedel s.d.r. assegnato.

= Pg=

Y
|
o O O o oo
o O O o oo
o O O o o
o O O O O o
o O O O O o
» O O O O O
o O O O O

0

Ay

Giunto rotoidale con rotazioni lungo I'asgedel s.d.r. assegnato.

In maniera piu compatta le stesse caratterizzazlbgiunto possono essere fatte
eliminando le componenti di moto non permesse dahtg stesso e, di
conseguenza, eliminando le colonne nulle nella ingatli selezione. Cosicché si

perviene a
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1
0
0

P= ol q=q Giunto prismatico
0
_O_

o1
0
0

P= ol q=q Giunto rotoidale
0
_1_

(1 0 O]
010 .
00O %

P= ,q=|0 Giunto planare.
0o 0 of 17|% P
000 %

[0 0 1

Le colonne di una matrice di selezioResono i versori generalizzati dello spazio
R® lungo i quali & permesso il moto. Inoltre, suppaiedi avere due s.d.r. come in
figura 1.5, uno fisso ed uno in moto rotatorio anmfe rispetto all'assedel primo,

ossia vincolato a quest’ultimo da un giunto rottedéa relativa matrice di selezione

Figura 1.5
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sara espressa nel riferimento dell'osservatore fisimdicata coriP .
Per le regole di composizione delle velocita neitingd trascinamento e per le
proprieta delle trasformazioni generalizzate, @ossi affermare che la velocita, in

senso generalizzato, del s.@g.risulta essere

q (1.3)

» O O O O O

In generale, dato il giunto descritto dal prodSRdgj, si puo scrivere
*v,=°S,°Pq.

con °S, che dipende dal tipo di vincolo (se, per esempgigrismatico, nella

matrice di trasformazione occorre considerare thettore r di traslazione varia
nel tempo con derivata paricp).

Dalle espressioni delle velocita relative intrododiai giunti € possibile calcolare,
per derivazione rispetto al tempo, la forma detleeterazioni relative.

Poiché, in generale, i sistemi di riferimento sonobili, € conveniente misurare le
derivate rispetto ad un s.d.r. inerziale in mode lehderivata di qualsiasi grandezza
coincida con le derivate componente per componeiéa grandezza stessa.
Successivamente si potra rappresentare il risuligfetto all's.d.r. corrente. In
guesto modo, considerando un giunto rotoidalepsat

0

O\-)S =[O - ws OS} OPq +[;‘ - ;OS}( OPq+OPq) (14)

Ovs =£{1 - r05:| OPq +[1 - 105}( OPq+OPq)

l

-

0 0
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mentre per il giunto prismatico, detts il versore costituito dai primi tre elementi
di °P

°V, =1{1 _q S} °Pq +[é _ql S}(ﬂiquq)

dt|0 1
|0 =0°S-0°@.°S |, . |1 —O°S| q..0mn
v, = > T |°Pg + Pg+°P 1.5
s [o 0 } q {o 1 }( q+°Pd) (1.5)

1.6 Cinematica generalizzata

Per quanto visto nei paragrafi precedenti la prapamme della velocita in una
catena cinematica avviene per ‘spostamenti’ freesisdi riferimento solidali allo
stesso corpo e sistemi di riferimento in moto fvenola causa della presenza dei
giunti. In particolare la velocita e I'accelerazgodi un link sono la somma delle
stesse grandezze del link precedente con quelévesl dovute alla presenza del
vincolo. Siamo ora in grado di caratterizzare maggente l'algoritmo di tabella
1.1, specificandone meglio i passaggi matematiei @nsentono la propagazione

della cinematica in forma generalizzata.

Figura 1.6
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Tenendo conto delle 1.2, 1.3, 1.4 ed 1.5, I'algaoit riferito alla c.c. di figura 1.6 in
cui i giunti possono essere prismatici o rotoidaifiportato in tabella 1.2 . Si noti
come [linizializzazione dell'accelerazione dell’s.d fisso sia posta pari
all'accelerazione di gravita. Cio evitera, nel cédcdelle forze agenti su ogni link

di tenere conto della forza di gravita.

Funzione Calcola_cinematica
rem calcola la cinematica generalizzata di un multijbod

rem inizializzazione
0 0,
v, <0, Vy « [g O]

— 0y
\Y =V, aprec_ Vo

rem loop lungo la catena cinematica

fori~ 1ton
'R, =rot(q )
if Ji prismatico
then v,y ='SV iy Ag= V'SV i+ SV

prism prism

i i i .
else vrel - S|—1Vrot ' arel - vi Si—lvrot+ Sl—lvrot

endif

iVi =iS|-1V TV

prec
i i
ai - Sl-la prec + arel

endfor

end

Tabella 1.2

1.7 Scomposizione e ricorsivita delle accelerazioni

L'utilita della formulazione generalizzata del moth una catena cinematica

potrebbe, finora, sembrare quantomai scarsa. kttieffinché la si limita al solo
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caso cinematico cio e verosimile. L'apporto senmativo che giustifica lo sforzo

di rielaborare delle equazioni gia note lo si puyiprazzare nellambito della

dinamica del c.r., quando entrano in gioco le azesercitate dalle forze e dalle
coppie che generano o modificano il comportamergoaanico.

Non bisogna dimenticare, infatti, che le incogrdieun problema di simulazione
diretta sono non gia le accelerazioni dei segmaeitisistema articolato, bensi le
accelerazioni delle variabili indipendenti, ed megto senso il loro calcolo date le
prime non é affatto agevole (si pensi a come la Bxione sia ‘distribuita’ lungo

tutto il sistema meccanico tramite quella matribe,mell’approccio lagrangiano, é
la matrice delle masse).

Di piu, la descrizione generalizzata permette dieogare con molta facilita una
proprieta che caratterizza la forma delle accelemazispetto ai coefficienti delle

derivate second§; .

Osservando I'equazione 1.8 nella forma in cui compeell’algoritmo di tabella 1.2

si nota che l'accelerazione angolare di ciascumtgiwviene moltiplicata, durante
I'iterazione, per delle matrici di trasformazioneengralizzata che dipendono

esclusivamente dalle posiziogj .

Supponiamo allora che la generica accelerazionesia scomponibile nella somma

di due addendi uno dei quali tenga conto di tutteadcelerazioni di natura non
lineare (Coriolis, centrifughe), sia derivate dmkl precedenti sia introdotte da
quello attuale, ed uno che tenga conto della sotpgmazione delle restanti
accelerazioni che chiamererdiwette. In altre parole supponiamo di poter scrivere

'v,='a,+'a, (1.9)

Per I'n-esimo corpo rigido di una catena cinematica la @&.9vera. Allora
supponiamo sia vera anche per il generico indite queste condizioni &€ possibile

scrivere che

ma, per la 1.8, possiamo porre
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a,+a, =S (e g+ A HTIPAHPE)HS (Y, +Pg)
che, riordinata, da

g8, =S, (Ma,+ PO SV PAS (Ma, +PA)

Definendo
'a,='S ("8 4+ PY) (1.10)
'a, ='S,(Ma,, + PGS (T, +Pq) (1.11)

risulta che I'accelerazione del corpo libaresimo puo essere scomposta in due

termini, anch’essi di natura ricorsiva e calcoliabidipendentemente uno dall’altro.

1.8 Estensione alle catene ramificate

Il passaggio da un multibody semplice ad uno instamo presenti piu di un ramo
con origine sullo stesso o su differenti membriladaetatena e un’operazione
concettualmente semplice: la propagazione dellancatica, arrivata sul link dal
guale partono le differenti ‘sotto-catene’, non fatro che proseguire
indipendentemente su ciascun ramo.

In questo senso, literazione lungo i successidcbr si separa, lungo ciascuna
sotto-catena cinematica, in altrettante iterazioni.

Dal punto di vista algoritmico si potrebbe pensadeuna soluzione piu efficiente
che sfrutti la topologia di un multibody ramifical® quale pud essere ottimamente
rappresentata con delle strutture ad albero.

L’equivalenza puo essere stabilita fra i nodi @ditiero ed i corpi rigidi della c.c. e

fra i rami che si originano in ciascun nodo eduingi.
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In figura 1.7 si mostra un generico multibody raosfo e, a lato, I'albero

equivalente.

K N/
I
1
U]
L
] Ly . \1‘4

T 7
OIOMC

I

La

Cn

e

Figura 1.7

La strategia di propagazione potrebbe cosi diverdatipo ricorsivo lungo l'albero

in modo da visitare ciascun nodo fino ad esaukicalcolo nelle foglie.

1.9 Estensione a multibodies con base libera

Quando il multibody non abbia alcuno dei suoi congrti vincolato ad un sistema
di riferimento inerziale si dice che esso ha laeblfsera. In queste condizioni, le
posizioni fatte precedentemente per linizializeaa dell’algoritmo di calcolo
cinematico non sono piu valide, inoltre non esfEteuna determinazione univoca
di quale deglin corpi rigidi sia labase. Resta comunque valido il principio di
propagazione delle velocita e delle accelerazioni.

Fatta salva la scelta arbitraria del link che sdefinito come base, ovvero come
punto di partenza per la propagazione cinematiceensle necessario conoscere i

valori di velocita e accelerazione in ogni istadigempo in cui si svolge il moto.
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Come si vedra nel successivo capitolo, parland@a dighamica di un multibody, é
possibile conoscere quali siano le forze e le appe agiscono su di esso: allora
sono noti i valori delle velocita e delle accelevak per linizializzazione
dell'algoritmo.

Volendo dare una descrizione della cinematica delte libera secondo le modalita
seguite nei precedenti paragrafi € possibile ‘iada attraverso una matrice di
selezione coincidente con la matrice identita diafisione 6. Se il moto del sistema

e piano, la matrice di selezione che rende un ctit@o’ é quella di giunto piano.
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