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Appendice A

A.l Richiami di matematica

Sistema di coordinate

Nel seguito, quando si parlera di sistema di doatd si considereranno terne

ortonormali destrorse, vale a dire tali che
inj=k
Dovel, j, k sono i versori, rispettivamente, degli assi camatlix, y e z Inoltre

I'apice associato ad ogni grandezza vettorialechaia che le sue componenti sono

rappresentate rispetto alla relativa terna di coaid.

Prodotto vettoriale e sue rappresentazioni

Dati due vettora,b0R *, si dice prodotto vettoriale il vettocgale che

a,b, —a,b,
c=alb=|b,a, —b,a, (A.1)
a,b, —ab,
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Questa stessa operazione puo essere descritta oetatore matriciale in modo

che risulti

0 =-a, a, b,
c=alb=| a, 0 -a,|0b,|=a (A.2)
-a, a, 0 b,

dove con il simbole-(tilde) si intende non gia il vettore bensi l'ogera 'vettoriale'
corrispondente.
Come normale che sia, per la forma (1) e per Ian&x2) valgono le stesse

proprieta, ed in particolare

aCb=-bCa db=-ba
aC(bCc) db)=(A)E
al(alOc) aalt)=(al@) [t

Matrici di rotazione
Dati due sistemi di coordinat€, e G, & possibile definire una matriég; e le cui
colonne sono le componenti dei versori del@Gdiispetto ai versori del sd3;,

Quindi

R=["% v °z

ovvero
oy, T o,, T o, T
Xs Lk o Ys [k o Zg B 0
0 oy T o, T o, T
Rl - Xs Eyo ys Eyo Zs Eyo
oy, T o,, T o, T
Xs Ijo Ys IIO Z |10
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A questa matrice possono essere date diversegirietazioni. In questo contesto
essa sara definita come una matrice di rotaz®o®é come la rappresentazione di
una trasformazione lineare agente su elementi dphaio vettorial® con insieme
immagine coincidente con lo spazio di partenzdeeda inviare la rappresentazione
r! del generico vettore rispetto alla ternds, nella rappresentazione dello stesso

vettore rispetto alla terr,

°r="R,Or.

La matrice di rotazione gode di particolari prepai La piu utile di esse riguarda la

forma della sua inversa. Infatti, da&3; e dettaR’, la sua inversa, risulta
lR0=°R1'1=0R1T.
Cioe l'inversa di una matrice di rotazione € la sasposta. Da cio discende anche

che il determinante deve necessariamente esseaagiomm modulo, mentre il segno

dipende dal tipo di terna, destrorsa o sinistrassalta.

Derivata di una matrice di rotazione

In generale i sistemi di coordinate hanno unarigene relativa tempo-variante.
Questo implica che anche la matrice di rotaziorn@ sama matrice dipendente,
implicitamente, dalla variabile temporadle

Supponendo data una matrice di questo fiRg(t) e sfruttando le proprieta della

sua inversa, si puo scrivere

'R,(R] =1 (A.3)

che, derivata rispetto al tempo, diventa
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°R,OR] +°R,OR; =0 (A.4)
cioé
°R,OR] =—(°R,BR] )" (A.5)

Facendo la seguente posizione

°sS,=°R,OR; °S, =-°S]  emisimmetrica
si ha, infine
°R,=°S, R, (A.6)

Da quanto visto sul prodotto vettoriale si puo falane I'espressione della matrice

%S, di cui al paragrafo precedente.

Teorema:La derivata di una matrice di rotazioti®y & pari al prodottd R, =°S,[°R,
dove la  matric€S; ha la struttura di operatore di prodotto vettoriale&eome

elementi gli elementi della velocita angolatei(t) della ternaG, rispetto alla terna
G.

(dim.)
Siar un vettore fissato nella ter@ e percio rotante con la medesima rispetto alla

ternaG,. Dette’r e’r le sue rappresentazioni rispetto ai due sistenifatimento,

in modo che

or="R, (t)0r

si puo calcolare la derivatadrispetto al tempo in piu di una forma:

or =°R, (t)% +°R, (t)lr =°S, R, (t)Cr
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°r =", (1) 0% =00, (1) O°Ry () B =" @, ()R, (1) CF
% =R [y (1) Ir]="R,CBy (t)EF
Dove la prima e una derivazione formale, mentrsuecessive due seguono dalla

velocita di un punto di un corpo rigido in rotazéon

Dall’'uguaglianza delle tre espressioni si ricava

°S,(1)CR, (1) =°R Ey ()t ="6y,(1)ER, (t)Ct (A.7)
cioe
°S(H)="w(t)

e valgono le uguaglianze

@ (1R, =R, (t)ELy,(1).0

Intuitivamente si puod cercare di comprendere il imoodi questo risultato. Una
matrice di rotazione e una matrice le cui colono@osversori di una terna
ortonormale, e in generale la derivata di un verscosi come quella di un qualsiasi
vettore, & ortogonale al vettore stesso.

Consideriamo, quindi il versoiie La sua derivata, per il teorema di Poisson e data
da

d W, 0
—i=wli=lw, U=
dt

w, -,

Analogamente, per gli altri versori, si puo screver
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g 0, -, g 0, w,
—j=wlj=lw, |0j=] O , —z=wlz=|w, |Uz=|-w,
dt dt

w w () 0

z

Come ¢ possibile osservare immediatamente, i veiti@nuti non sono altro che le
colonne della matrice emisimmetri€a
In altre parole, il calcolo della derivata di unatnce di rotazione corrisponde alla

derivazione, espressa in forma matriciale, deioredella terna coordinata data.

A.2 Meccanica del corporigido

Cinematica

Un corpo rigido e un sistema di punti materialioalati a mantenere costanti le
mutue distanze. Dato un corpo rigi@an moto rispetto ad una terna ortonormale
detta terna fissa, il vincolo di rigidita del siste consente di fissare una seconda
ternaG, solidale al corpo stesso, in modo che duranteotonfa posizione dei punti

di Crispetto ad essa sia stazionaria.

Detti Xo, Yo, Zo € Xs, Vs Zs, riSpettivamente, i versori delle due terne, e ibiss
esprimere l'orientamento di una rispetto all’altramite una matrice di rotazione

°Rs tale che
[0} — | O [0} (o]
R =[x v °z)
Dato un punto P appartenente al c.r., e detilosuo vettore posizione (costante per

definizione) rispetto alla terna solidale, il suotmrisulta completamente descritto

dall'uguaglianza
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p(t) = p, (1)+°R ()0 (A.8)

dove il vettorepy(t) € il vettore posizione dell’origine della tern@ rispetto alla

fissa (vedi fig xxx).

Pt}

Figura 1

Questa equazione tiene conto non solo della rotazib una terna rispetto all’altra,
ma anche della traslazione fra le rispettive oridissa percio € determinata quando
siano note sei grandezze scalari indipendenti.

Inoltre, poiché P e un qualsiasi punto del c.sulta che condizione necessaria e
sufficiente perché sia noto il moto del c.r. e steenoto il moto della terna solidale
ad esso associata.

Si noti, infine, chep(t) puo essere descritto rispetto ad un qualsiasi punto del
c.r. e non necessariamente rispeti). Infatti, detto Q un altro punto appartenente

aCed%q il suo vettore posizione,

o (1) = P, (+°R, ()0,

che sottratta alla (A.8) porge

P(t) = o ()+°R, (1) Tr—°ry) . (A.9)
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Derivando una volta quest’ultima espressione si ha

P(t) = P (D)+°R (1) T°r =) = Po (1)+° @, OR (1) Tr—°ry) (A.10)

dove°w. e la velocita angolare del c.r. rispetto alla tdissa.
S,0

Ancora, la derivata successiva é data da
B(t) = P (1)+°@, . OR, (1) TFr —°r, )+°®, , &, , IR, (t) T°r—°r,) (A.11)

Con queste ultime tre equazioni e possibile esalaidescrizione della cinematica

di un corpo rigido libero.

Oss.:Si noti che i vettori posizione sono sempre vetpplicati (nell’'origine della
rispettiva terna di riferimento), mentre le velacitngolari sono vettori liberi.

Dinamica

La descrizione della dinamica del c.r. passa peu&definizione di baricentro e di
momento d’'inerzia.

Riferiamoci ad una tern@y :

dettop il vettore posizione di un punto generico del comp dettgpdV la sua massa
elementare, il suo baricentro & definito come tpuC il cui vettore posizione e
dato da

pﬁ%EJppdV;

data una retta r passante per l'origineGdi si definisce il momento d’inerzia

rispetto ad essa come
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=|p?pdV.
[ \.[ppv

Relativamente alla direzione della retta r, quietiendo conto del suo versdresi

definisce iltensore d’inerzidy come
—_ T
[, =7 MO, 0O

Come risulta dalle formule, il tensore d’inerzigpeide dal polo di riduzione
rispetto al quale € calcolato, il momento d’ineraieche dalla direzione della retta
assegnata.

In particolare vale il teorema di Huygens-Steinbe dornisce un metodo per
spostare il polo da un punto assegnato ad un sgtmaa dover ricalcolare il tensore

tramite la sua definizione
=1, 4 “'lp |2
1 0 1~ Po

Essendd, una matrice definita positiva &€ sempre possibiniificare un s.d.r. nel
guale esso € in forma diagonale. | suoi autovasetmpre reali, sono detti momenti
principali d’'inerzia e, nel caso in cui l'origineelds.d.r. sia il baricentro, essi sono
detti momenti centrali d’inerzia.

Il baricentro ed il tensore d’inerzia intervengamela formulazione delle equazioni

del moto dei c.r.. Per la seconda legge della diceaeq. di Newton) risulta

E(mv)=f = ma =f
dt

e per I'equazione di Eulero dell’equilibrio framlomento della quantita di moto e le

coppie applicate

Lem)=p = 1o Do+ 0, M

]
=
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dovef e la risultante delle forze esterne applicate alcentro ey quella delle
coppie.
Qualora le rette d’azione delle forze esterne nassino per il baricentro e sempre

possibile ricondursi al caso esposto tenendo adeltseguente lemma

LemmaA.1
Un sistema di forze e coppie applicatgy() e equivalente al sistemé,fi) se e

solo se hanno la stessa risultante

R =iji =Zkfk

e lo stesso momento risultante, rispetto all’idempolo O,
M = zj(fjrj +1;) =zk(fkrk +H )

Due sistemi di forze applicate e coppie sono edemiaanche dal punto di vista
dinamico, cioe se applicati ad un c.r., a paritxahdizioni iniziali, generano le

stesse modificazioni di moto.

Diagramma di corpo libero

Dato un c.r. sottoposto ad un sistema di forzemsteualunque sia la sua origine,
le NE affermano che, istantaneamente, le forzeedtia bilanciano il sistema
applicato. Cio vale anche per ogni componente diaaiena cinematica che risente

dell'interazione con gli altri link cui e collegato
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A.3 Dimostrazione del teorema di Feather stone

L’ipotesi di Featherstone, dato un multibody seo®lafferma che le forze

intercorpo hanno la forma

Fo.i=0'a,+3 (A.12)

in cui A; ha il significato e la dimensione di una matricendrzia generalizzata,
mentred, & un vettore di forza generalizzata che rappraseoontributo delle

accelerazioni di Coriolis e centrifughe. Infihe, & I'accelerazione diretta del link

i-esimo. La A.12 e scritta rispetto al riferimentdidale al linkL;.

Figura A.2

La formulazione originale del teorema di Featherstba come sistema di
riferimento per la descrizione della dinamica wstesna di riferimento baricentrico.
Nel nostro caso, la decisione di adottare s.dr.azg@ine in punti del c.r. differenti
dal baricentro, modifica esclusivamente la formiardeltati senza pregiudicarne,
come prevedibile, il significato.

L’equilibrio dinamico per il linkL;, rispetto all’origine dell’s.d.rG;, € dato da

M 'a,="T,, "F,,+F,-M'a, -F (A-13)
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in modo che la matrice di trasformazioh€ ,,della forza generalizzatd"F

i+1 i+l
comprenda i cambi di basg,, - éi e éi -G .
Prima di provare l'ipotesi A.13 occorre ricordare dsultato che sara utilizzato

nella dimostrazione successiva e la cui prova eseme

Lemma

Data la matrice di selezionéP,, e la forza'F,_,; che il link (-1)-esimo esercita

sull'i-esimo, rappresentata nell’'s.d@, , , si ha che

i_lpil i_lFi—l,i =T,

i = i_lpil i_lTi iFi—l,i =1 (A.14)

Teorema (di Featherstone per c.c. semplici)

Data una c.c. semplice le forze intercorpo svilt@paellinterazione fra i

componenti della catena sono esprimibili come ih3A.

dim.:
Procediamo per induzione a partire dall’estreniltarbL, della c.c. .

Per l'ultimo link e possibile scrivere la A.13 come

M

n - n n
n an,d =F + I:n—l,n_'vln an; _Fn

extn

in cui la forza del link successivo € sostituitawle forza esterna che puo avere
differenti origini (interazione,...) ma che comunquan € di naturantercorpa
Riordinando e raggruppando opportunamente i siragtilendi si ottiene

n - n n
I:n—l,n - Mn anp{ +(Mn an,r +Fn_Fextn)

che con le posizioni
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diventa
"F,=4,"a,+08, (A.15)
Quindi la A.12 e valida peli=n; supponendola valida per il generiéel

dimostriamola per I'indicé. Risultera

ME =L M a, +0, (A.16)
"a,a= S ('ag+'Pli,,) (A.17)
M;'a,='T,,, " *F . +F,-M'a, —-F (A.18)
Tenendo conto che, per il principio di azione ei@ae,

"  ="F,
e sostituendo A.16 ed A.17 in A.18, si trova
(A.19).

M i i a4 == Ti+1(Ai+1i+lsi ( iai,d +ipiqi+1 )+ 6i+1 )+iFi-1,i -M' a, — Fi

Utilizzando il lemma dimostrato precedentementessibile affermare che

ipTi i+l _
IPi ITi+1|+ I:i,i+1 _Ti+1

e la A.16 premoltiplicata pefP" ' T,,, porge

i PT ! Ti+1 (Ai+1i+lai+1,d + 6i+1 ) = Ti+1
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cioe
i P'T ! Ti+l (Ai+li+lsi ( iai,d +ipiqi+l ) + 6i+1 ) = Ti+l

da cui si calcola la accelerazione di giugtg, come
A =( iF)iT i Ti+1Ai+1i+lSi iPi )_l(Ti+1_iPiT i Ti+1Ai+1i+lSi iai,d _iPiT iTi+16i+l )
riscritta, per comodita di notazione,

N _ Ti+1_iPiT iTi+1Ai+1i+lSi ! g _iPiT iTi+16i+1
qi+l iIDiTiT' A i+1SiiPi

i+1%i+1

(A.20)

Ora e possibile sostituire la A.20 in A.19 ed odten) riordinando i termini,

M i i a4 =~ Ti+1(Ai+1i+lsi ( iai,d +ipiqi+1 )+ 6i+1 )+iFi-1,i -M' a, — Fi

) ) ) ) ) iPTiT» A i+1S- ) )

Mi+ITi+ Ai+ I+lSi _ITi+ Ai+ |+lSiIF)i : I. i+1 |+,1 ‘I |a.i =+|Fi_ i+

( 1 1 1 1 |F)iT ITi+1Ai+1I+1Si|Pi ) d 1)

) _iPTiT' ! ) )

" T:-l : {116@1 _Mlair - Fi _ITi+16i+l
II:)i ITi+1Ai+1I Silpi '

in modo che sia possibile porre

) ) ) ) ) iPT iT- A i+1S-
A =(M,+T, A, "S T4, S P T 2 A.21
i ( i i+l 1 1 1 |Pi-|-,_|_i+1Ai+1,+1Si,Pi ) ( )
_ipTiT &
5 =M'a, +F +'T,.3,, - T 7R Tia0 (A.22)

BTl SR

e l'ipotesi risulti verificata¢
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Le A.20-A.22 sono il nucleo del calcolo iterativelld dinamica di un multibody.

Nel caso in cui i giunti siano rotoidali, le matrdi selezione diventano dei vettori

z=[0 0 00O 1]T permettendo di ritrovare le uguaglianze del capifo

Estensione a c.c. ramificate

Dato un multibody ramificato (fig. A.6) tale cheasbm le sottocatene uscenti da

un unico c.r., risulta

m o . 'PT'T,A'S,
A =M +>('T,A'S-'T,A'S'P— —
=1 'P 'T]-A]-JSi'Pi
. m . T-P"'T3
5 =M'a, +Y»(F+Td,, —~———>
| Z( O TR A LIS R

mentre I'espressione per il calcolo dell’accelevagi di giunto resta invariata.

Figura A.6

dim:

La dimostrazione si basa sulla linearita delle egua di Newton ed Eulero rispetto

ai sistemi di forze applicati ad un corpo rigido.
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A.4 Controllo ottimo per un sistema lineare

Dato un sistema lineare

X=Ax+Bu X(t,) =X,

y=Cx

e Iindice di comportamento
t

3=xT(t,)S,x(t, )+ [Iy" Q(t) y+uT R(t)u]dt
to

si diceproblema di controllo ottimo L ricerca di una funziona®(t) che renda

minimo I'indice di comportamenta.

In particolare un problema LQ puo essere di regomez quando la valutazione del
comportamento del sistema sia faitaassoluto, o di inseguimento, quando la
valutazione sia fatta rispetto ad un comportampngissato.

Nel caso di inseguimento ottimo LQ occorre chersa, in tutto l'intervallo di
simulazione, la funzione da inseguire. Inoltredice di comportamento cambia in
modo da dipendere dall’errore di inseguimestp.

Quindi il nuovo modello di problema, assumendagolatési necessarie all’esistenza
della soluzione, diventa

Dati:

-modello del sistema

X(t)=AXx(t)+Bu(t) X(ty ) =X,

y=CXx
-funzione ad inseguire

z(t) OtOft,,t, ]
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-indice di comportamento

I =67 (1) e(t, )+ [[e” Q(t Je+ u” R(t)u]c

e(t)=z(t)-y(t)
con le ipotesi
S, =S| 20 Q(t)=Q"(t)>0 R(t)=R"(t)>0,

assegnat&ltOft,,t, ] .

La soluzione, in retroazione, é calcolata utilimal’'equazione di Riccati ed é

u(t) =K(t)+p(t)
K(t)=-R™(t)B"S(t)
p(t)=R*(t)B" g(t)
S(t)+S(t)A+ATS(t)-S(t)BR(t)B'S(t)+C'Q(t)C =0
S(t,)=C'S,C
o(t)+[A+BK(t)]" g(t)+C'Q(t)z(t)=0
g(t; )= CTSf z(t; )

L’equazione del moto di un corpo rigido libero pessere scritta con la forma di un
sistema lineare in cui lo stato dinamico sia costt dalle posizioni e velocita
generalizzate. Si ha, detto il sistema equivalente ai sistemi di forze appbcat

corpo,

p=v

Mv =F

e ponendo
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u=M?*F
si trova
0 1 0
X = X+ u
0O 1
y=X

Assegnando le ipotesi per la soluzione di un probldi inseguimento ottimo in cui
il modello del sistema descriva il moto di un e.possibile calcolare la forza ottima
rispetto all'assegnato indice di comportamehto

In particolare la scelta, id, di R(t)=1 permette di minimizzare I'energia di
controllo, ovvero di calcolare il miglior compronses fra i risultati
dell'inseguimento e il lavoro che la forza compe modificare lo stato di moto del
sistema. Le altre matrici-peso, ovvero la penafiizee sullo stato final& e la
matrice Q, possono essere modificate tenendo conto cheir@appenalizza lo
scostamento dalla traiettoria desiderata nel sstiante finale, mentre la seconda

interviene lungo tutto I'arco dell’evoluzione debin del sistema.

A.5 Propagazione delle for ze e matrice jacobiana

Supponiamo che un dato multibody si trovi in stditquiete mentre sul suo link piu
estremo stia agendo una certa foFzg. Allora & necessario che le forze esplicate
ai giunti siano tali da bilanciare la forza esteinamodo che lintero sistema
permanga nello stato iniziale di equilibrio.

La determinazione delle forze ai giunti pud esskita utilizzando la stessa

iterazione che permette di determinare le matiidtehtherstone. All’equilibrio e
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necessario che all&,,, sia contrapposta una forza opposta, che sara Beftae

ext

tale che

ext*

Dalla conoscenza della A.14 ed utilizzando le trashzioni generalizzate per
sistemi di forze applicate e possibile realizzaresemplice algoritmo iterativo che a
partire dal link al quale & applicata la forza izalla sua propagazione fino alla
base (mobile 0 meno non ha importanza)

E’ possibile provare che il risultato di questaraione, se realizzato in forma

chiusa, coincide con il calcolo dello jacobianometrico della c.c..

Figura A.7

Il principio di sovrapposizione degli effetti pertteedi utilizzare la stessa tecnica
nel caso in cui il multibody sia ramificato. Notianmnfine che uno schema di
calcolo esattamente uguale a questo compare ablbedzione delle matrici di

Featherstone allorché si realizza la propagaziaile dccelerazioni-zerqvettori
6| )-
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A.6 Note al software di smulazione

L'implementazione degli algoritmi di calcolo per Ildinamica diretta dei
multibodies e per il relativo controllo & avvenuia, un primo momento, in
linguaggio (interpretato) Matlab. Successivameatdjne di aumentare la facilita
d’interazione con l'utente, le medesime funzionn®acstate incorporate in una
rappresentazione a blocchi resa possibile daltarld Simulink.

La scelta dell’algoritmo, iterativo lungo i link demultibody o ricorsivo lungo il suo
albero rappresentativo, e andata a favore del priipp giacché una
programmazione di tipo ricorsivo, in Matlab, risulessere piu difficoltosa e
necessita della scrittura preventiva di appositeifeni per la gestione degli alberi.
Eventuali miglioramenti del software realizzato rpbbero includere il passaggio

ad un linguaggio di tipo compilato (C++, Pascat).et

Elenco delle funzioni matlab per simulazione detsistand

Initsim.m . script file per I'inizializzazione dalsimulazione
Scrit3.m . script file per la soluzione dell’'equaee di Riccati
Extrang3.m : calcolo angoli di giunto per modedibto-stand
Ango.m : calcola angola fra due vettori (usatextrang.m)
Ang2tra.m : calcolo della traiettoria desideragl@HAT

Riccati3.m : definizione dell’equazione di Riccampo-variante
Zetas.m . interpolazione dei dati di traiettouadta in riccati3.m)
Modlsts.m : modello matlab per sit-to-stand

Simuver3.m : modello simulink per modists.m

Calsthat.m : calcolo dello stato corrente delloTHA

Caltau.m : propagazione della forza lungo lae.calcolo delle coppie
Visual3.m . animazione

Ciascuna funzione ha un help in linea che ne dpacifuso e la sintassi di
chiamata. Prima di ogni simulazione & necessaricara nel workspace di Matlab
i parametri del modello. Di cio si occupa la fumgoinitsim.m. Successivamente e

possibile procedere con il calcolo delle matrici Rliccati (controllo ottimo)
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lanciando la funzione scrit3.m e quindi aprendo filrestra di simulazione
(mdists.m, fig.A.8) e possibile settare i paramedriverificare i risultati. Per
simulazioni generiche basta ricopiare (copy & pagitdolocco MB (multibody)
all'interno del sistema di controllo che si staigwpando (fig. A.9).

E§ > q » g |
N » dq > da TowS1
Riccati_blk GRF TowS2
Calc_tau Tows
MB °
HAT_stat
Figura A.8
q » g
nonon o > dq ;Ed ToWS1
Signal GRF Tows2
generator MB ToWwsS

Figura A.9



